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2

CORPOS QUADRATICOS E CICLOTOMICOS

2.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos os conceitos de corpos quadrati-
cos e corpos ciclotomicos, dando énfase especialmente aos corpos
ciclotomicos. Para isso usamos os resultados de Teoria Algébrica
dos Numeros vistos no capitulo 1. Concluindo o capitulo apresen-
tamos a decomposicao de um ideal primo em uma extensao onde

fizemos o uso do Teorema de Kummer.

Temos duas classes importantes dos corpos de nimeros que
sao a classe dos corpos quadraticos e a classe dos corpos cicloto-
micos. Nosso objetivo nas préoximas segoes é determinar o anel
dos inteiros algébricos, base integral e discriminante dos corpos

quadraticos e dos corpos ciclotomicos.
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2.2 Corpos quadraticos

Nesta se¢ao apresentamos os corpos quadraticos juntamente
com a teoria necessaria para caracterizar seu anel dos inteiros,

base integral e discriminante.

Definicao 2.2.1. Uma extensdo de corpos de grau 2 sobre o corpo

Q € chamado um corpo quadratico.

Proposigao 2.2.1. (Ribeiro, 2013, p.13,Prop.2.2.1) Todo corpo
quadrdtico € da forma @(\/E), sendo d um inteiro livre de quadra-

dos.

Demonstragao: Sejam K = Q(f) um corpo quadratico, ou seja,
um corpo de niimeros de grau 2, e f(X) = X>+aX+b, coma, b € Q,

o polinomio minimal de 6 € K. Resolvendo a equagao quadratica
—a+ Va?—4b
6% +af+b = 0 temos que 6 = A= Ve —

Como 20 +a = Va2 — 4b segue que Q(A) = Q(V a? — 4b). Por outro

lado, a*—4b é um nimero racional que podemos escrever como a>—

sao as raizes de f(X).

u uv

4bh = — = —.comu, vE Z, mdc(u, v) = 1 e de forma que u e v nao
v v

sejam quadrados perfeitos, pois caso contrario, teremos Q(0) = Q.

Assim, Q(0) = Q(Va? — 4b) = @<\/z> = @(,/Zi) = Q(+/uv).

Suponhamos que uv = k’d, com k, d € Z, e d livre de quadrados.

Logo, Q) = Q(v/uv) = Q(VK*d) = Q(\/d). n

A Proposigao 2.2.1 nos diz que todo corpo quadrético K é da
forma, @(\/E), onde d é um inteiro livre de quadrados e {1, \/E }
é uma base do espago vetorial Q(\/E) sobre Q.

Proposigao 2.2.2. (Samuel, 1967,p.35) Seja K = Q(\/E), com

d um inteiro livre de quadrados, uwm corpo quadrdtico. Se um
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elemento a = a + b\/E € Q(\/E) € um inteiro algébrico, entao 2a

e a* — db* sdo nimeros inteiros.

Demonstracao. Seja a € K um inteiro algébrico. Entao existem
ag, - ,an_1 € Z tal que a" + g, 1@ + - + aja + ap = 0. Assim,
considerando ¢ um automorfismo de K tal que 6(\/3) = —\/E,
segue que, o(@)" + ap_16(@)""! + - + ajo(a) + ap = 0, ou seja, o(a)
também é um inteiro algébrico de K. Do Corolario 1.3.2, temos que
a + o(a) e ac(@) também sao inteiros algébricos de K. Além disso,
temos que se a = a + b\/E, com a, b€ Q, entao a+ o(a) =2a € Q
e ac(a) = a®> —db* € Q. Como Z é integralmente fechado segue, da

Proposicio 1.3.4, que 2a e a*> — db? sdo nimeros inteiros. [ ]

Observagao 2.2.1. Se d > 0, a extensao @(\/d_) é dita real e se
d <0, a extensdo @(\/E) € dita imagindria.

A seguir determinaremos o anel dos inteiros algébricos de um
corpo quadratico K = @(\/E), com d um inteiro livre de quadra-

dos.

Teorema 2.2.1. (Stewart; Tall, 1987,p.67, Teo.3.2) Se K =
@(\/E) € um corpo quadrdtico com d € Z livre de quadrados, entao
o anel dos inteiros algébricos Ak de Q(\/d_) € dado por:

a) Ag = Z[\/d] sed=2 oud=3(mod4) e

b) A[K:Zl“_\/;

5 ] se d = 1(mod 4).

Demonstragao: Seja a« = a + b\/g S @(\/E), com a, b € Q, um
inteiro algébrico sobre Z. Se b = 0 entao o polindmio minimal de «
sobre Q é dado por m(X) = X —a, e como « é um inteiro algébrico
sobre Z, segue que a € Z. Se b # 0, entao o polindmio minimal

m(X) de a sobre Q tem grau 2 e é obtido do seguinte modo:
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a=a+b\d = a—a=b\d = (a—a) =bd =
a? = 2aa+ a* = b’d = a* — 2aa + (a* — b*d) = 0.

Logo m(X) = X* — 2aX + a* — db*. Pela Proposicdo 2.2.2 temos
que 2a, a* — db* € Z. Assim, (2a)* — d(2b)* € Z e dai d(2b)* € Z,
pois 2a € Z. Ainda temos que 2b € Z, pois, caso contrario, no seu
denominador existiria um fator primo p que apareceria na forma
p? no denominador de (2b)2 e como d é livre de quadrados teriamos
que d(2b)*€Z, o que é um absurdo. Logo, 2b € Z. Assim, podemos
escrever:

a=—, b=§, comu, vE ”Z. (2.1)

u
2

Além disso, temos que
(2a)* — d(2b)* € 4Z. (2.2)

Substituindo a por % e b por g, obtemos u?> — dv* € 4Z.

a) Se d =2 ou 3(mod 4), temos que u e v sdo pares, pois se v fosse
fmpar terfamos v> = 1(mod 4). Assim, como u? — dv* € 4Z temos
que ¥? = dv* = d(mod 4), ou seja, d = 0(mod 4) ou d = 1(mod 4),
o que é um absurdo. Portanto, concluimos que v é par, isto é,
v? = 0(mod 4) e assim, u> = dv® = 0(mod 4) o que implica que u é
par. Logo, se @« = a+ b\/g € Ak temos que a € Z[\/E] e assim,
Ak C Z[\/E]. Por outro lado, tomando a € Z[\/g], temos que a é
raiz do polinémio X% —2aX +a>—db* € Z[X], pois pela Proposicao
2.2.2, temos que 2a, a*> — db* € Z. Logo, Z[\/E] C Ak. Portanto,
A = Z[Vd].

b) Se d = 1(mod 4), temos que w—dv® € 47, e que u e v sao
de mesma paridade, isto é, sdo ambos pares ou impares. Se u
e v sao pares entao a, b € Z. Logo, @ = a + b\/g S Z[\/E]. Se
u e v sao {mpares, entao a« = a + b\/g = ul2 + U/Z\/E = (u-—
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2 2
Ak C Z[HZ‘/E] . Por outro lado, se a = a+b<%) € Z[%] s
com a,b € Z, temos que 2a+ b € Z e (a + bl2)* — d(bl2)* =

@ +ab+ (1 — d)b*I4 € Z, pois d = 1(mod 4). Logo, z[“ﬁ] C Ax,

V)2 + v((1 + Vd)2) € Z[H\/E] . Portanto, @ € Z[H\/E] , ou seja,

pois os coeficientes do polinémio minimal de a, m(X) = X* — (2a +

D)X + a® + ab + (1 — d)b*/4 estdo em Z. Portanto, Z['J“Z‘/E ] = Ay

Exemplo 2.2.1. Seja K o corpo quadrdtico @(\/—_1). O anel dos
inteiros algébricos de K € dado por Ak = Z[il = {a+ bi . a,b €
Z}, onde i = \/—_1 pois d = —1 = 3(mod 4). O anel dos inteiros
algébricos do corpo quadrdtico Q(\/—_3)é Z[%] .

Como os Q-monomorfismos de K = @(\/E), com d € Z livre
de quadrados, em C sao o € o3, onde 01(\/5) = \/E e 0'2(\/3) =
—\/E , segue que o discriminante absoluto de um corpo quadrético
é obtido do seguinte modo:

i) se d = l(mod 4), entéao

1 d
DK = D[K/Q(l, +\/_>

2
2
o1(1) ox(1)
= |det <1+\/E> <1+\/E>
(03] 0)
2 2
2
1 1
= | 14va 1-va || =4
2

2
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ii) se d = 2 ou 3(mod 4) entao

2

o) o)
D 1, Vd ) =1 det
wo(1. V) <e< (VD o2V >>

Exemplo 2.2.2. Dado K = Q(\/g), tem-se Ak = Zl

1+/5
2
absoluto de K é5. Os monomorfismos de K em C sao o1 a inclusao

Dy

2

1+\/§]’

isto €, < 1, € uma base integral de Ak e o discriminante

e oy a conjuga¢ao complexa, isto €, oy(a + b\/g) =a+ b\/g e
2

0'2(a+b\/§) = a—b\/g. Logo, TrK/@(a+b\/§) = 2 0',~(a+b\/§) =2a
i=1

2
e Nwola+bV5) =[] oita+bv5) = a® + 5.
i=1

Exemplo 2.2.3. Dado K = Qi) entao Ak = Z[V—1], isto €,
{1, v/=1} € uma base integral para Ak e o discriminante absoluto
de K € —4. Os monomorfismos de K em C sdo o1 a inclusao e o,

a conjugacdo complexa, isto é, oi(a+ by —-1)=a+by -1 eor(a+

2
b\/—_l) = a—b\/—_l. Logo, TrK/@(a+b\/—_l) = Z Ui(a+b\/—_1) =2a
i=1
2
e Nwaa+bV=1) = [[oita+b6V=-1) = a* + 1
i=1

2.3 Corpos ciclotémicos

Nesta secao apresentamos os corpos ciclotomicos. Esses cor-
pos desempenham um papel fundamental na Teoria Algébrica dos

Ntumeros, uma vez que € possivel caracterizar o anel dos intei-
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ros algébricos de um corpo ciclotomico e, consequentemente, seu

discriminante.

Definicao 2.3.1. Seja K um corpo. Um elemento { € K é cha-

mado uma raiz n-ésima da unidade se {" = 1, para n > 1, um

inteiro.

Segue da Defini¢ao 2.3.1 que as raizes n-ésimas da unidade sao
raizes do polinémio x"—1. Seja U = {¢™, ---,¢™} o conjunto de to-
das as raizes distintas de X" —1 em K. Como (¢'¢’)" = (¢)"(¢’)" =

- &\ e @y
(C)(C)’=1e<j> = i T ey
¢ (SO

U é um grupo multiplicativo. Como todo grupo multiplicativo

= 1, segue que o conjunto

finito num corpo € ciclico entao segue que U é um grupo ciclico.
Assim, podemos representar as n raizes n-ésimas da unidade por
¢, Cz, -, ¢" =1, onde ¢ é um gerador do grupo U. As raizes n-
ésimas primitivas da unidade sao os geradores do grupo U, isto é,
0s elementos Ck com mdc(k, n) = 1, para k = 1,2, ---,n. O nimero

das raizes n-ésimas primitivas da unidade é dado por
d(m)=#{0<m<n: mde(m,n)=1, me 7},

onde ¢ é a fung@o de Euler. Dado »n um inteiro positivo, definimos
¢, como sendo e e o corpo Q(¢,) é chamado o n—ésimo corpo

ciclotomico.
n
Definigao 2.3.2. O polinémio ¢,(X) = H (X—=¢)) € cha-
j=1,mdc(j,n)=1
mado de n—ésimo polinéomio ciclotémico.

Lema 2.3.1. (Lang, 1972,p.206) Se n € um inteiro positivo, entio
X" =1=]e.x.

din
Demonstragao: Sendo f(X) = X"—1, temos que as raizes de f(X)
sdo 1, , @*, -+, 0" . Logo X" =1 =(X - 1)(X —@) - (X — " ).
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Analisando os perfodos de cada raiz de f(X), e escrevendo todas

as raizes de mesmo periodo como um polinémio da forma ¢,(X) =

H (X — w), segue que X" — 1= Hgod(X). [ ]

periodo w=d din

Exemplo 2.3.1. Considere o polinémio f(X) = X®—1. Temos que
as raizes de f(X) sao w, @?, @, 0%, @°, @°. Deste modo, o, @?, @, o*,
e w tem periodo 6, 3, 2, 3 e 6, respectivamente. Assim, @;(X) =
X =% = (X = 1), (X) = (X — @), p3(X) = (X — 0*)(X —
oY), p¢(X) = (X—w)(X-w’). Como os divisores de 6 sio 1, 2, 3, 6,

temos que X°=1 = [ [ 04(X), ou seja, X°~1 = ¢,(X)p2(X)93(X)@5(X) =
d|6
X - DX — )X — )X — o)X — o)X — @°).

Como consequéncia do Lema 2.3.1 temos que

x)= 21 (2.3)
qon = v - .
I ¢«
din, d<n
X?-1 Xx*-1
Assim @ (X) = X -1, ¢(X) = = =X+1, g3(X) =
1 ? @1(X) X -1 3
X -] X X*+ X + 1, g,X) X'
= — ) - - - @ =
(Plz(X) ) X-1 4 0, (X)py(X)
X -1D(X 1
ﬁ = X* + 1. Quando n = p, onde p é um nimero

primo, segue que

XP—1 X?-1
@1(X) X-1

Pp(X) = =X b+ X 41 (2.4)

que é chamado de p-ésimo polindémio ciclotémico. Quando
n = p", onde r é um ntmero inteiro maior que 1 e p é um nimero

primo, de acordo com o Lema 2.3.1,

XV~ 1= 0,(X090,(X)0p(X) - @1 (XN (X) €
X7 =1 = 0,(00,(XN)@p(X) -+ @1 (X).
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-

XF -1 - - -
Logo ¢y (X) = S e = XODPT o x e T
Este polinémio é chamado de p"-ésimo polinémio ciclotéomico.
Teorema 2.3.1. (Lang, 1972,p.204, Teo.6) Se ¢, é uma raiz n-

ésima primitiva da unidade, entao [Q(,) : Q] = ¢p(n).

Demonstragao. Seja f(X) um polindmio moénico, irredutivel e
de menor grau de ¢, sobre Q. Logo X"—1 = f(X)h(X), com h(X) €
Q[X]. Pelo lema de Gauss segue que f(X), h(X) € Z[X]. Seja p um
numero primo tal que p } n. Assim, {? é raiz n-ésima primitiva da
unidade. Logo ({9)" — 1 = f(EPA(CD), ou seja, 0 = f(EDAED). As-
sim, se ¢? néo for raiz de f(X), entao ¢ é raiz de h(X), e portanto ¢,
é raiz de h(X?). Portanto, pelo modo como tomamos f(X), segue
que, f(X)|h(XP), ou seja, h(X?) = f(X)g(X), com g(X) € Z[X]
pelo lema de Gauss. Como consequéncia do pequeno Teorema
de Fermat, a” = a(mod p) e dai h(X?) = h(X)’(mod p). Assim,
f(X)g(X) = h(X)?(mod p), e portanto (X))’ = f(X)g(X)(mod p).
Logo, W = 0, pois ¢, é raiz de f(X). E recursivamente che-
gamos que h({,) = 0. Portanto f e A tem uma raiz em comum.
Assim X" —1 = f(X)h(X), e portanto X" —1 tem rafzes multiplas.
Logo nX""! = 0 e assim, para qualquer a € Z,, na"' =0. Como
a caracteristica de Z, é p segue que p|n, o que contradiz o fato de
termos suposto que p { n. Portanto ¥ é raiz de f(X) Vp t ne
mdc(p, n) = 1. Logo d(f(X)) > d(¢,(X)), pois toda raiz de ¢,(X)
é raiz de f(X), e como f(X)|@,(X), segue que d(@,(X)) > d(f(X)).
Portanto d(f(X)) = d(@,(X)) = ¢(n). [ |

Observagao 2.3.1. Existe um unico polinémio minimal f(X) tal

que f(&,) = 0. Pelo Teorema 2.3.1, 3(f(X)) = (@, (X)), € 9,(&,) =
0. Assim f(X) = @,(X), e assim @,(X) € irredutivel.
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Lema 2.3.2. (Lang, 1972,p.204) Se mdc(m, n) = 1, entao Uy, =
U, xU,.

Demonstragao. Seja a seguinte fungao:

@ Uy XU, — Uppy

(a, b) —> ab

i) @ esta bem definida, pois (ab)™ = (a™)"(b")" =1

ii) @ é homomorfismo, pois V(a, b), (c,d) € U, x U, temos que
@((a, b) - (¢, d)) = @(ac, bd) = (acbd) = (ab)(cd) = @(a, b)¢p(c, d).
iii) ¢ é injetora: Temos que provar que Ker(p) = {(a, b) € U, X
U, : @(a, b) =1} = {1}. Deste modo, temos que mostrar que para
V(a, b) € U, x U, tal que @(a, b) = ab =1 = a =b = 1. Para
isto, sejaa=¢*, b=¢!, onde0<k<m—1e0<1<n—1.Assim,
b=l1l=sl=-1=s=("=s=0" <= =1.
Logo, como ¢,, é uma raiz m-ésima primitiva da unidade, segue
que m|nk, e como mdc(m, n) = 1 entao mlk, e isto implica que
k = mx. Analogamente n|l, e isto implica que [ = ny. Deste modo,
Ch=¢m =1 =™ =¢7 ouseja, ¢F = ¢ = 1, e isto implica
que k =1=0, pois ¢, e {, sdo raizes m-ésima e n-ésima primitivas
da unidade, respectivamente. Portanto ab = 1 < a = b = 1.
Portanto Ker(p) = {1} e assim ¢ ¢ injetora.

iv) @ é sobrejetora: Como o(U, X U,) = o(Uy,) e @ é injetora,
segue que @ € sobrejetora. Por iii) e iv), ¢ é bijetora. Portanto ¢

¢ isomorfismo. [

Proposigao 2.3.1. (Lang, 1972,p.205) Temos que £<¢!, para 0 <
k<m—1e0<I<n-1, € uma raiz mn-ésima primitiva da unidade
se, e somente se, Cﬁ € uma raiz m-ésima primitiva da unidade e

¢! € uma raiz n-ésima primitiva da unidade.
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Demonstragao. Se C,’; nao é uma raiz m-ésima primitiva da
unidade, entao temos que mdc(k, m) = d > 1. Assim, (C,’,‘,C,i)% =
((Cnﬁé’f,)m"ﬁ =17 = 1, o que é absurdo, pois % < mn. Reciproca-
mente, se (¥ é uma raiz m-ésima primitiva da unidade e ¢! é uma
raiz n-ésima primitiva da unidade, entdao mdc(k, m) = mdc(l, n) =

1. Assim,

(Crl’clé’rll)a =] gﬁaé«rlla =1 Crl'cla — Cn—la — Z:nlian — Cn—lan —

Cye=Eh" = ¢ =1" <= (" =1 < mna.

Como mdc(m, n) = 1 segue que m|a. De modo analogo, nla. Ainda,
usando o fato de que mdc(m, n) = 1 segue que mnla. Assim temos
que, (Ckehym = (gmykngmyim = 1. Assim, mn é a menor poténcia tal
que (E*¢h™ = 1. Portanto ¢5¢! ¢ uma raiz mn-ésima primitiva da

unidade. [ ]

Corolario 2.3.1. (Lang, 1972,p.205) Q(£,)Q(¢,) = Q(,,,)-

Sejam p um ntimero primo e {, uma raiz p-ésima primitiva da
unidade. Como em ¢,(X) o coeficiente a,—, do termo X2 ¢ igual

a 1, segue que

{ Tragya() = [QE,) 1 Q] - 1=p—1, e
Tr@(g,,)/@(é’,{) =-a,,=-1,paraj=1,-,p— L

Consequentemente,

Trae,a(1-¢3) = Trae, () =Trae,ya(§)) = p, para j=1,--,p—1.

(2.5)
Os elementos 1 — 1{, para j=1,-,p—1, sao todos os conjugados
de 1 — é’;, para k = 1,---,p— 1. Assim, pela Defini¢do 2.3.2, segue
que Nogya(l = &) = @,(1) = p, parak =1, ,p— L.
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Lema 2.3.3. (Simonato, 2000, p.18, Lemal.4.4) Se Ak € o anel
dos inteiros algébricos de K = Q({,) entao:

i) (1-¢)AxNZ = pZ.

ii) Triwo((1 = ¢,)y) € pZ,Vy € Ak.

Demonstragao: i) O p-ésimo polinémio ciclotémico de ¢ » € 0,(X)
XP bk X1 = (X = )(X =) -+ (X =271 Como N ya(l -
&) =1=¢)1=¢) -+ (1=¢8") = p, segue que @,(1) = (1-¢,)(1 -
&) (1=¢r") = p. Como 1 —¢) € Ay, para j = 1,-,p—1,
segue que p € (1 —§,)Ak. Portanto pZ C (1 — {))Ak N Z. Para
mostrar a outra inclusao, vamos supor por absurdo que pZ esté
contido propriamente em (1-¢)AxNZ C Z. Como pZ é um ideal
maximal de Z, entao (1 - {,)AxNZ = Z. Como 1 € Z segue que
1 =(1-¢,)a, para algum a € Ak. Logo 1 —¢, é inversivel em Ay,
e assim 1 — C;{ sdo inversiveis em Ay, para j=2,-+,p— 1. Assim,
(1=¢,)(1=¢) -+ (1=¢F~") ¢ inversivel em AxNZ, isto 6, p é inversi-
vel em AxNZ, o que é um absurdo. Portanto (1-¢§,)AxNZ = pZ.
ii) Cada conjugado y;(1 —CI’;) de y(1-¢,) ¢ um miiltiplo de 1 —CI’; em
Ak, parai=1,2,+,p—1. Como 1-¢ = (1=)A+&,++0)
segue que 1 — §[’; ¢ um multiplo de 1 — ¢, em Ak. Sendo o trago a
soma dos conjugados, Trio(¥(1 —¢,)) = yi(1 = &,) + y,(1 — Cﬁ) +
ey, (1 - le'l) =a(l = ¢,), a € Ak. Portanto Tr(y(1 - ) €
Ak(l = ¢,). Como, pela Proposicao 1.3.4, Z ¢ integralmente fe-
chado, segue pelo Coroldrio 1.5.1 que Tr(y(1 — {))) € Z. Assim,
Tr(y(1-¢)) € Ax(1-¢,)NZ = pZ, onde a igualdade segue de (i).

|

Teorema 2.3.2. (Samuel, 1967, p.43, Teo.2) O anel dos inteiros
de K =Q(¢,) € Ak = Z[¢,] e {1, ), - ,Cf,’_z} ¢ uma base de Z[(,]

como um Z-modulo.
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Demonstragao: Seja Ak o anel dos inteiros de K = Q(¢,). Como
Z[¢,] C Ak, falta mostrar que Ax C Z[{,]. Se & € Ak, entao

a € Q(¢,), e assim podemos escrever
-2
a=ao+arf,+ - +a, 207, (2.6)

com a; € Q, para i =0,1,-,p—2. Multiplicando por 1 - ¢, em

ambos os membros temos que

a(l = ¢,) = ao(1 = &) + ar(C, — {) + =+ apa(C0 2 = 07N,

Aplicando o trago nesta equacgao e usando a sua linearidade, ob-

temos que

Trae yala(l = &) =
aTr(1 = )+ aTr(C, — {) + -+ + a, 2 Tr(C0* = 071 € pZ,

pelo Lema 2.3.3. Como Tr(é’l’; - Zj;;”) =0,parai=1,2,-+,p—2,
segue que agTr(1-¢,) = app € pZ e assim ap € Z. Como Cp_l = C]f_l

segue que Cp_l € Ak, e portanto pela Equagao (2.6) segue que

(@—ap)l;' = a+ @l, + - +a, 2007,
Multiplicando ambos os membros por 1 — ¢, temos que
(@—a0)s, ' (1=¢,) = a1(1 = &)+ ax (&, — {) + = + apa (G0 = ¢,
Logo

Tr((a - a)5, ' (1= ¢,) =
arTr(1 = &) + axTr(C, — £) + = + ap 2 Tr(CP ™ = §07%) € pZ.

Mas a,Tr(1 — {,) = aip € pZ e assim a; € Z. Continuando dessa
forma, chegamos que a; € Z, para todo i =0, 1, --- p — 2. Portanto
Ak € Z+Z¢, + -+ Zé’lﬁ’_z, ou seja, Ak € Z[¢,]. Deste modo

concluimos que Ak = Z[{,]. Além disso, como 1, ¢, - ,C[’,’_2 sao
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linearmente independentes sobre Z, pois sao sobre Q e como Ak =
Z+ZCP+--~+ZC£_2 segue que {1, {,, -, C,f_z} é uma base de Z[{,].
|

Proposigao 2.3.2. (Simonato, 2000, p.19,0bs.1.4.6) O discrimi-
nante absoluto de K = Q(¢,) sobre Q € dado por Dx =

=Dp=2) 1)(11 2)

Do ya(l, & G0 = (=1 2 pr2

Demonstragao: Sejam p um nimero primo e {, uma raiz p-
ésima da unidade. Vimos que {1, ,, -, C;’_z} é uma base integral

de Z[{,]. Pela Proposicao 1.6.4 temos que Do ya(l, &, -+ ,le_z) =

(P=D(p=2)

(-1 =2 NQ(CP)/Q((p;D(Cp)), e deste modo vamos mostrar que

N @(Cp)/Q((p’p(é’p)) = p»2. Como o p-ésimo polinémio ciclotémico é
4

dado por ¢,(X) = segue que derivando ambos os lados te-

X-1’

mos que (p;)(X) = X - l)p(j((”j 1;2()(1? — 1). Substituindo X por ¢,
temos que (p;,(é’p) = €= ijﬁj 1;2(55 — ]). Como 5 =1, pois ¢,
é uma raiz p-ésima da unidade, temos que (pp(é’p) I’C(é:(fpl))’
ou seja, qo;,(é’p) = ﬁ, e isto implica que (p;,(Cp) (i Cp)C
Aplicando’ a norma e ui,\a;ndo a(_iga hnearida(c&ep)ggtemc; _?ue
Nago(®,(E,)) = N@(cp)/Q(IQfPZPQ)N@@ 0 (&) T o1 T

= l](p 2) p —2

pp—Z' Portanto D@(gp)/@(l, Cp, . Cp 2) = ( 1)

Sejam p um numero primo e n > 1 um inteiro. O Lema 2.3.3
estende naturalmente para o p"-ésimo corpo ciclotomico, Q(¢,),

ou seja, valem

{ D (1-¢,)AxNZ = pZ.
ii) Trae,vo((1 = §)y) € pZ, Vy € Ak.
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onde A ¢ o anel dos inteiros de K = Q(¢,). Nosso objetivo agora

¢ encontrar o anel dos inteiros algébricos, Ay, de K = Q(¢,).

Lema 2.3.4. (Marcus, 1977, p.30, Lema.1) Temos que Z[1-¢,] =
Z[Ey] e que

. .
Dag,ya(l, 1=y (1= )%™ = Do, ya(1, Gy o 0007,

onde p" > 3.

Demonstragao. Por definicao, Z[a] = Zaiai a €7 p.
Logo, para qualquer a € Z[1 — {,] temos qu,e a = by+ b(1—-
Ep) + ba(l = G0 + oo+ by (L= G770 = (b + by +
by + =+ + by_pyy-1-1) + (=b1 = 2b2)¢, + bgcjﬁ, + ---. Assim, temos
que a é da forma ag + a1, + azéj + -+ a(p_l)prfl_IC[(f_I)PF]_l, ou
seja, a € Z[{,]. Portanto Z[1 — ¢l ZIE,]. Por outro lado, seja
-l

. 2 -1
a € Z[{,]. Assim, a = ag+a1{, + @y + -+ a(p_l)pr—l_lé:l(f »

Observando que ¢,, = 1 — (1 = {,), temos que

a« = apt+a(l =1 =8+ +ap (1= (1=g,)e 7!
= a+a—a(l-5)+al-20-¢)+ A=)+ -
= a+a—a(l-¢)+a—2m(1—8) +ax(1=§,)" + -

= (ap+ -+ a(p_l)pr—l_l) + (—a; —2a)(1 — Z_,’pr) + .-

Dessa forma, chegamos que a ¢ da forma by +b;(1 =, ) +by(1—
E 4 o+ by (1= )P isto 6, a € Z[1 ¢, 1. Assim
Z[Ey] € Z[1 =&yl Portanto, das duas inclusoes concluimos que
Z[¢,] = Z[1 = {,/]. Para a segunda parte, como os conjugados de
¢, sao os elementos C’f‘, tais que k =1,---,p" — 1 e mde(k,p") = 1,

segue que os elementos 1 — ¢ l’f, sao os conjugados de 1 —¢,. Como
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det(o; (¢ [’;,)) é o determinante de uma matriz de Vandermonde,

Doyl gy, ef ™ = &g -7

t<k

[Ja-¢o-a-¢)»

t<k
Do, ya(l, . (1= £,

Lema 2.3.5. (Marcus, 1977,p.31,Lema 2) Temos que H(l —
k

CZ,‘,) = p, onde o produto € tomado sobre todos os k, com 1 <k < p’,

e tal que p t+ k.

P

Demonstragéo. Como ¢, (X) = =1+x7 +x¥" 4

—1

X7 -1
-+ X("_l)"r_l, segue que todos os C[’,‘,, onde 1 < k < p" e tal que
pfk sao raizes de @, (X) pois sao raizes de X?” — 1 mas nao de

r—1

X?  —1. Deste modo, ¢, (X) = H(X— C;Iv(’) e existem exatamente
k
d(p") = (p—1)p~! valores de k pois Ny (X)) = (p—1p~'. Tomando

X =1, temos que ¢, (1) = H(] _4‘1’7‘,) =14+17 7 e 1P 2 p.
K

Teorema 2.3.3. (Marcus, 1977,p.29,Teo.9) Sejam {a, -, a,}

uma base de K sobre Q consistindo de inteiros algébricos e d =

Dya(ay, =+, a,). Se a € Ak, entdo a pode ser expresso na forma

miay + - +mua L, .
7 L, comm; € Z e mj2 divisivel por d, para j =

1,2, ,n.

Demonstragao. Se a € Ak, entdo a € K. Como {ay, -+, a,} é

uma base de K sobre Q, segue que

a = X101 + -+ Xpty,
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comx; € Q,para j=1,--,n Sejam oy, -+, 6, 0s Q-monomorfismos
de K em C. Aplicando cada o;, para i = 1,---,n, em @, obtemos

um sistema de n equacoes dada por
oi(a) = x10i(a1) + -+ + x,0:(an),

para i = 1,---,n. Resolvendo esse sistema pela regra de Cramer,
obtemos que as n raizes sao dadas por x; = %’ onde 6 = det(o;(a;))
e y; é obtido de 6 trocando a j-ésima coluna por o;(a). Temos que
08 y;, para j = 1, 2, -+, n, e sao inteiros algébricos pois sao obtidos

a partir dos a,:s, que sao, por hipotese, inteiros algébricos. Pela
7 27

=d-L =6 =
6 1)

dy; ¢ um inteiro algébrico. Como Z ¢ integralmente fechado segue

Proposicao 1.6.3, temos que 8> = d e portanto dx;

que dx; € Z, para j=1,2,--,n. Seja m; = dx;, para j=1, 2, n.
2
m=

Se mostrarmos que 7’ € Z, teremos que mf é divisivel por d. Mas,

m2
como 7’ € Q e como Q é o corpo de fragoes de Z entao é suficiente
m2
mostrarmos que 7’ ¢ um inteiro algébrico. Como m; = dx; = oy,
m?
= dzsz- = 62;//2 = dyjz. Logo 7] = yj2 é um inteiro
m2
algébrico pois y; € um inteiro algébrico. Portanto 7’ € Z e assim

2
segue que mj

mj2 é divisivel por d. [ ]

Lema 2.3.6. (Marcus, 1977,p.31) Sed = Dag,ya(l, &y, o Z_,’;'r_l),

onde n = ¢(p"), entao d = p° para algum s € N.
Demonstracgao: Pela Equagdo (2.3) temos que
X7 —1=0,(X)gX), (2.7)

onde g(X) =X " e @, (X) é o polinomio irredutivel de ¢, sobre
Q. Derivando a Equacao (2.7) temos que p’X? ™! = qo;,,(X)g(X) +
(pp,(X)g'(X), e substituindo X por ¢, obtemos que
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Py = 068 + 0y (6,08 ().

Como ¢, ({,;) = 0 segue que

P = 0,08,
e isto é equivalente a

PEny = 0y (8,
ou seja,

P =G0y (68,
Aplicando a fun¢do norma nesta ultima igualdade obtemos que
P" = Nag,a(@y )N aw, oGy 8E)).

Pela Proposigao 1.6.4, temos que

p" = £Do,ya(l, . & N, Gy 8E,))-

Logo, d|p™, ou seja, d = p*, para algum inteiro s. [ ]

Teorema 2.3.4. (Marcus, 1977, p.30, Teo.10) O anel Ak dos in-
teiros algébricos de K = Q(§,) € Z[{,].

Demonstragao. Mostraremos que Ax = Z[1 — {,], e assim o
teorema segue pelo Lema 2.3.4. Suponhamos que Ak # Z[1-¢,].
Pelo Teorema 2.3.3, todo elemento @ € Ak pode ser expresso na

forma
my+my(1 = &)+ -+ my(1 = )"
P )
onde n = ¢p(p"), e m; € Z, para i = 1,2,---,n. Pelo Lema 2.3.6,

a =

temos que d = p°, onde s € N. Logo, existe &« € Ak de modo que
nem todos os m; sado divisiveis por p°. Seja i < n tal que m; nao
seja divisivel por p*. Assim, temos que m; = p*q+r, onde q, r € Z

e r < p’. Logo, podemos reescrever a da seguinte forma
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a= .
my+my(l =)+ + g+ A=) ™+ my (1= )
P '

Desse modo, Ak contém um elemento da forma

== &) A mia (1= 8) 4 o+ my(1 =)
P '
Multiplicando ambos os lados por p*~!, obtemos que

r(1 =) ™ m (1= ) + o+ my(1 = )"
V4

s—1

que podemos reescrever como

PG &) T a1 =) + o+ a1 =g
. :

com a; € Z e a; nao divisivel por p. Pelo Lema 2.3.5, temos que
pl(1 =¢,)" € Z[¢,] pois 1 — Cll,‘, ¢ divisivel, em Z[{,], por 1 =, .
Entdo p/(1 —¢,)" € Z[{,] e portanto temos que fp/(1 - ¢,) € A.
Subtraindo termos que estao em Ay, obtemos que a;/(1-¢,) € Ak.
Disto segue que Na,ya(1 =)l Nag,yala). Como Nag,yala) =
a! e pelo Lema 2.3.5, temos que Nag,yal=¢y) =p. Assim p|a},
o que é impossivel pois a; nao é divisivel por p. Portanto Ak =

711 = ) = ZIE, ). =

Observagao 2.3.2. Como o p"-ésimo polinémio ciclotémico tem
grau (p—1)p"~! e seu termo independente € igual a 1, obtemos pela

secao 1.4, que

Nog,va@) = (=D®™7" onde t =0, p™" e mde(t,p') = 1.
(2.8)
Trag,aly) = —ap2=—1, paraj=1,-,(p—p~" (2.9

Trae,va(l) = [QE,) : Ql = (p—Dp™". (2.10)
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Proposig¢ao 2.3.3. (Simonato, 2000, p.22,Prop.1.4.9) O discri-
minante absoluto de K = Q({,) sobre Q € dado por Dk =

"—1 r—1 o 1y
DQ({;,,-)/Q(], Cpf’ ) ;ﬁf@) ) = ipp =1 ])'
Demonstragao. Pela Proposicao 1.6.4 temos que

(-1
e

Do, ya(l, &y, -, ) = £Nag, (@, (E).

r_
ﬁ, temos que

Derivando ambos os membros de ¢, (X) = X7

GO s VIO G VD Gl

o
@ (X) Gt

e substituindo X por ¢, temos que

r_ r—1 r r—1_
A (<A Y (¢4 7l < A

Py () =
o (TS Ve
Como Cﬁ: = 1 segue que
re—1
: Py -
wp'(Cp*) = Pl £ = Pl .
Cr =D Ad=8y )y
Temos que C;,’:_] = (e%)ph1 =e = ¢,- Aplicando a fungao norma

em ambos os membros e usando sua linearidade temos que

N o, ya(=p")
Nag,va(l =) Nag,aGy)

Da Equagao (2.8) temos que Naga(Cy) = =l Também

_ r—1
Nag,ya(=p) = (=pH""" e

Nag,ya(@, (&) =

Nag,a(l=¢) = NagyaNag,ag)(1 —E))

N - P
(Nag(l —&,) p

(p—1p™!
—1 ipr r—1 1\
Portanto DQ(gp,)/@(l,Cpr, ety l‘,’?(”) )= ——F = ipp (r(p=1) 1).

=1
pp
|
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A seguir nosso objetivo é determinar o anel dos inteiros Ay
para qualquer corpo ciclotomico, Q(¢,), onde {, é uma raiz n-
ésima primitiva da unidade. Esta generalizagao seguird de um
resultado mais geral considerando os inteiros algébricos de um
corpo composto KL, onde K e L sao corpos numéricos.

Se K e L sao dois corpos numéricos, entao o corpo composto KIL
(definido como o menor subcorpo de C contendo K e L) consistem

de todas as somas finitas
afy+-+apf,ondea; €K, e fiel,parai=1,2,-,r.

Se Ak, A e Ak sao os anéis dos inteiros algébricos de K, L e KL,

respectivamente, entao Ay, contém o anel
AkAL = {1 f;+ -+ ap, . a; €Ak, f; € A, parai =1, 2,-,r}.

Em geral, ndo temos uma igualdade. Entretanto, podemos mos-
trar que Ak = AkxAL sob certas condigoes sobre os corpos cicloto-
micos.

Sejam m e n os graus de K e L, respectivamente, sobre Q, e seja
d = mdc(d,, dy), onde d; e d, sao o discriminante absoluto de Ak

e A, respectivamente.

Teorema 2.3.5. (Marcus, 1977,p.33, Teo.12) Se [KL : Q] = mn,
entao Ak C EAKA[L.

Demonstragao. Sejam {aj, -, a,} uma base de Ak sobre Z e
{By, -, B,} umabase de A sobre Z. Assim, temos que B = {;§;, i =
1,--,m; j=1,--,n} é uma base de AkA| sobre Z e também uma
base de KL sobre Q. Se a € Ak, entao a pode ser expresso na
forma

mi;
a= ZTjaiﬂj, (2.11)

iJj



90 CARINA ALVES ¢ ANTONIO APARECIDO DE ANDRADE

onde r e todos os m;; estdo em Z, e que estes mn + 1 inteiros nao
tem fatores comuns maiores que 1, ou seja, mdc(r, mdc(m;;)) = 1.
Para mostrar o teorema, temos que mostrar que r|d para qualquer
a. Para isto, devemos mostrar que r|d; e rld, pois assim, pela
definicado de méximo divisor comum, teremos que r|d. Temos que
todo monomorfismo ¢ de K em C estende a um monomorfismo
(que também denotamos por o) de KL em C, fixando L. Portanto,
para cada ¢ temos que

o@ =Y, “Lo(a)p).

i,Jj

n
mi; .
Tomando x; = —p. para cada i =1, ,m, obtemos m equa-
P

Jj=1
m

¢oes Za(ai)xi = o(a) para cada o. Agora, resolvendo este sis-
i=1
tema pela regra de Cramer, obtemos que x; = %, onde § é o
determinante da matriz formado pelos coeficientes o(a;) € y; é ob-
tido de 6 trocando a i-ésima coluna por o(a), para i = 1,2, ---,m.
Temos que 6 e todos os y; sao inteiros algébricos, pois todos os
o(a;) e o(a) sdo, e além disso 8% = d;. Se e = d, temos que
ex; = 6y; € Ag, onde Ac é o anel dos inteiros algébricos de
C, e portanto ex; = i @ﬂj € AcnL = Ap. Lembrando que
j=1

J
{B1,+,P,} forma uma base integral para A, concluimos que os

. . . em; . . ..

niimeros racionais —2= devem ser inteiros, e deste modo r divide
r

em;;, para todo i e j. Como assumimos que r é relativamente primo

com mdc(m;;), segue que rle = d;. Analogamente, r|d,. Portanto,

r|d e assim d = kr, com k € Z, ou seja, r = T Substituindo na

1
aiﬂj = g Z km,«jaiﬂj. LOgO
i.j

km,«j

d

Equagéo (2.11) temos que a = Z
iJj

1 1
[ ES EAKA[L. Portanto Ak C EAKA'L' |
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Corolario 2.3.2. (Marcus, 1977, p.34, Corol.1) Se [KL : Q] = mn
ed= l, entao AKI]_ = AK/A\[L.

Demonstragao. Como AxAp C Ak e como d = 1 segue, pelo

Teorema 2.3.5, que Ak = AKAL. [ |

Teorema 2.3.6. (Marcus, 1977, p.34, Corol.2) O anel dos inteiros
de Q(&,) € R=Z[{,].

Demonstragao: O teorema ja foi provado se n é primo ou se
é uma poténcia de um primo. Agora, se n nao é primo ou nao
é uma poténcia de um primo, entao podemos escrever n = niny,
para inteiros relativamente primos nj, n; maiores que 1. Vamos
mostrar por indugao que se o resultado também é valido para n;
e np, entao o resultado é valido para n. Assim, suponhamos por
hipétese de indugao que Ry = Z[{, 1 e Ry = Z[(,,]. Para aplicar o
Corolario 2.3.2, temos que mostrar que

1)QE,) = Q,,)Q(,,) e como consequéncia Z[{,] = Z[¢, 1Z[L,,].
2) $(n) = B ().

3)d=1.

A parte (1) segue do Coroldrio 2.3.1 e a parte (2) segue do fato
de ny e ny serem relativamente primos. Para a parte (3), temos da
Proposicio 1.6.4 que D(1,a, - ,a"") = (=)™ DN(f (a)). Seja
d,, e d,, o discriminante absoluto de Z[{, ] e Z[{,,], respectiva-
mente. Como f(X) = X" —1, segue que f/(X) =m X", e substi-
tuindo X por ¢, segue que f’(Cnl) =m¢h =

ny -

g—‘. Assim aplicando
"
a funcao norma em ambos os lados e usando a sua linearidade te-

mos que

Nag, ya(m) — p?™

Naq /@(f/@”l)) = = .
(Cnl) N@(gnl )/@(Cnl) il

o)

Portanto d,, = =n{""", e isto implica que
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dy, |n™.
Analogamente,
d In2.

Sendo d = mde(d,,, dy,), temos que

dldy, e dy, In{" = djn{™
dldy, e dy,In3"™ = ding™.

Como mdc(n‘li’("‘),

n") = 1 segue que d|1, e portanto d = 1. Final-
mente entao concluimos que R = R R, = Z[{, 1Z[¢,,1 = Z[,]. W

Teorema 2.3.7. (Washington, 1982, p.11) O discriminante abso-
luto de K = Q(¢,) sobre Q € dado por

e

(p—1)
Hp¢(n)(p )

pln

Dy = Do ya(1, &+, ¢2 Y =+

Demonstragao: Por (Ribenboim, 1972, p.217, prop.70) temos
que Dyy = DM . DI Aplicando a fungdo logaritmo em am-
bos os lados e usando as propriedades do logaritmo segue que
log|Dyyl = [M : Q]log|Dy|+[L : Q]log|Dyl. Como toda extensao
ciclotomica é Galoisiana, segue que [LM : Q] =[L : Q][M : Q], e
assim

log[Dywl| _ log|Dy|  log|Dul
[LM:Q] [L:Q] [M:Q]

Portanto, se n = H pi" temos que
i

[@¢):Ql [QEm:al " Tlagm:al & eeh

log | Dy| log | Dy, | ey log | Dy, | ] _ z": log | Dy,|
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onde K; = Q(yu), i = 1,2,--,r. Assim, pela Proposigao 2.3.3,

temos que
r P Nap=D=) a1
log | Dy| _ Z log p;’ _ pi (ai(p;—1) - 1)10 _
b(n) = - & i '(e-D ’

= i(di - pl—l) logp; = i a;logp; — 2 % _

i=1 i i=1 il

r r e
= Z logpf — Z logp]"™
i=1 i=1

= log(ﬂpf’) - log(ﬁﬂﬁ) =
i=1 i=1
= log(n) — log(ﬁpiﬁl] ) ,
i=1

e consequentemente,

()
r 171 n
log| Dy| = ¢p(n){ log(n) — log p' =log| —
i=1 Hpii_l

@(n)

Assim, |Dx| =| —— e portanto,

[
i=1

$n)-1 g 1
Do yo(1,8,, .8, ") = (=1) e STV

/(p—1)
Hp¢(n)(p )

pln
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2.4 Decomposicao de ideais primos em uma exten-
sao

Nesta secao apresentamos a decomposicao de um ideal primo
em um extensao. Assim, dados A C B, anéis e a um ideal de

A, denotamos por aB ao ideal de B formado pelos elementos da

forma in Vi, com x; € a e y; € B. Além disso, consideramos
KcL (l;(z);pos de ntimeros tais que [L : K] = n.

Se p é um ideal primo de B, consideremos a inclusdo i : A —
B, a projegao canoénica h : B— B/p e a composicao f=hei. O
nicleo de f é AN p e portanto A/(A N p) ~ f(A) C B/p, e deste
modo, A/(A N p) é um dominio, isto é, AN p é um ideal primo de

A.
Proposicao 2.4.1. (Samuel, 1967, p.71, Prop.1) Sejam p um ideal
g

primo nao nulo de Ak e pAL = I I b7 a decomposicao do ideal pAL
i=1

em ideais primos de Ar. Entao os b; s sio o0s tinicos ideais primos

de AL cuja interse¢ao com Ak coincide com p e nestas condigoes

dizemos que b; € um ideal acima de p.

Demonstragao: Para cada i =1,---,g temos que b; 2 pAL 2 p,
e portanto b; N Ak é um ideal primo de Ak que contém p. Sendo

p maximal resulta que p = b; N Ak. Agora, se d é um ideal primo

g

de Ay tal que d N Ak = p, entao d = pA| = Hbf". Assim, d D b;,
i=1

para algum i. Como b; é maximal segue que d = b;. [ ]

O anel Ak/p pode ser considerado como um subanel de A/b;
através do homomorfismo induzido acima. Além disso, Ak/p e
Ar/b; sao corpos e Ap/b; é um espacgo vetorial de dimensao finita

sobre Ak/p, uma vez que A e Ap/b; sdo finitamente gerados como
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Ak-médulo e Ak/p-mdbdulo, respectivamente. A dimenséao [Ap/b; :
Ak/p], denotada por f; ou f(b;, p) é denominada de grau residual
de b; sobre Ak. O expoente e; ou e(b;, p) é denominado indice de
ramificacao de b; sobre Ak. Quando e; > 1, para algum indice i,

dizemos que p se ramifica em L.
g

As igualdades Z eif; = [AL/PAL : A/p] = n podem ser vistas

em ([6], p.71, Teo.ll)=1e este resultado é conhecido como Igualdade
Fundamental.

A igualdade fundamental forma alguns tipos de decomposigoes
de p. Diremos, entao, que o ideal primo p de Ak é
(i) totalmente decomposto em L, se g = n e consequentemente,
ee=fi=1i=1,-,g
(ii) inerte em L, se g =1, e; = 1 e consequentemente f; = n.
(iii) totalmente ramificado em L, se g = 1 e consequentemente

fi=lee =n.

Teorema 2.4.1. (Lang, 1970, p.27, Prop.25) (Kummer) Seja A
um anel de Dedekind com corpo quociente K. Seja L uma extensdo
finita separdvel de K. Seja A o fecho integral de A em L e assuma
que AL = Ala] para algum elemento a. Seja f(X) o polindmio
irredutivel de a sobre K. Seja p um ideal primo de A. Seja f(X) a
reducao de f(X) e p, e seja

JXO =1 X - @ (X

a fatoracdo de f(X) em poténcias de fatores irredutiveis sobre A =

Alp, com coeficiente dominante 1. Entao
pAL = B[ - B (2.12)

€ a fatoragdo de p em Ay, de modo e; € o indice de ramificagdo de
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B; sobre p, e temos que
B, = pAL + ()AL, (2.13)

se u;(X) € A[X] é um polinémio com coeficiente dominante 1 cuja

redu¢ao modulo p € m;(X).

Demonstracao: Sejam %(X) um fator irredutivel de f(X), @ uma

raiz de Hu(X), e B o ideal primo de Ay que é o kernel da funcao
Ala] — Ala].

Temos que pA + u(a)AL esta contido em B. Por outro lado, seja
g(@) € B onde g(X) € A[X]. Entdo g(X) = u(X)h(X) para algum
h(X) € A[X], e portanto g(X) — u(X)h(X), que é um polindémio
com coeficientes em A, uma vez que tem coeficientes em p. Isto
prova a inclusdo contraria, provando (2.13). Para provar (2.12),

seja e; o indice de ramificacao de B;, tal que
pA, = g;fl gf
e seja d; o grau de p;. Como f(a) =0, e como
JXO = i (X - p (X)* € pA[X],

segue que

H (@) - p () € pAL. (2.14)

Por outro lado, temos que
B C PAL + (@) Ay,
consequentemente usando a Equagdo (2.14) temos que
Bl - B C PAL + py (@) - p ()AL C PAL = ?Bi‘ §8f

Isto prova que e; > e, para todo i. Mas sabemos que
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Yedi=of=[L: K=Y ed,.

Assim e; = e; para todo i, o que prova (2.12). n

Teorema 2.4.2. (Samuel, 1967, p.74, Teo.1) Se K é um corpo de
numeros, entao um ideal primo pZ de Z se ramifica em K se, e

somente se, p divide D. [ ]

Decorre deste resultado que existe apenas um nuimero finito de

ideais primos de Z que se ramificam em K.

Lema 2.4.1. (Marcus, 1977, p.78, Corol.) Sejam {,, uma raiz m-
ésima da unidade, n = @(m), p um ndmero primo e O,(p) a ordem

de p modulo m. Se p nao divide m, entao pZ[¢,] se decompoe em

ideais primos distintos de Z[¢,,]. [ |

n
On(p)

Exemplo 2.4.1. Se K = Q(v/-17), entao Ax = Z[\-17] e
f(X) = X?+ 17 ¢ o polinémio minimal de \/—17 sobre Q. Va-
mos obter a fatoracdo dos ideais 2Ak, 3Ak e SAk em produto de

ideais primos de Ak usando o Lema de Kummer. Como
X% 417 = (X + 1)’ (mod (Z122)[ X)),
seque que

g=1, X)=X+1, e =2 e fi=0p(X)=1
P =2Ak+ (1 + V-17)Ak.
Portanto, 2Ak = p3, onde p, € o ideal primo de Ak, com N(p,) =
p/t = 2. Pela Proposicio 2.4.1 seque que p, € o tnico ideal de Ak

acima do ideal 2Z e é totalmente ramificado em K. Para o ideal

3AK como

X2+ 17 = (X + 1)(X = D)(mod (Z/3Z)[ X)),
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Segue que:

g=2,u(X)=X+1, (X)) =X—-1l,ey=ery=1lefi=f,=1.
q, =3Ak+(1+V-1NAKx e q,=3Akx+(1-V-17)Ak.

Portanto, 3Akx = q,q, onde q, e q, sGo os unicos ideais pri-
mos de Ak acima de 3Z com morma 8 e o ideal 3Z € total-
mente decomposto em K. Finalmente, para o ideal 5Ak, temos
que X> 4+ 17 = X? + 2(mod (ZI5Z)[X]) e X* + 2 ¢ irredutivel sobre
ZI5Z. Logo 5Ak € um ideal primo de Ak com norma 25 e o ideal

57 ¢ inerte em K.

Exemplo 2.4.2. Sejam Ak = Z[{,5s] o anel de inteiros algébricos
de K = Q(¢ys) e f(X) = X8 X"+ X7 —X*+ X3~ X +1 o polinémio

minimal de {5 sobre Q. Vamos obter a fatoracao de 3Ak. Como
fX) = (XY + X2+ X%+ X + 1)*(mod Z132)[ X)),
segue que

g=L, X=X+ X+ X’ + X+ 1,e;=2¢ f, = 0;(X) = 4.
P =3Ak + (s + {5 + &5 + 815 + DAk

Portanto, 3Ak = p%, onde p, € o unico ideal primo de Ak acima
de 3Z com norma 3*. Note que neste caso 3Z se ramifica em K,

mas nao € totalmente ramificado em K.

Tendo em vista o Lema 2.4.1 e considerando > 1, temos

n
que a menor decomposicao possivel do ideal pZ[C,?]méﬁz produto de
ideais primos distintos de Z[(,,] ocorre primeiramente em m =3 e
p = 1(mod 3), pois pZ[{;] se decompoe em 2 ideais primos distintos
de Z[¢3]. Usando o Lema de Kummer vejamos, por exemplo, como

se d4 a fatoragao do ideal 13Z[{;]. Note que 13 = 1(mod 3) e o
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polindomio minimal de {3 sobre Q é X 24+ X+ 1. Logo

X2+ X +1=(X+4)X + 10)(mod (Z/132)[ X)).
g=2, (X)) =X+4, mX)=X+10,e; =ex =1, f{=f, = L.

Assim, 13Z[&3] = p,p,, onde p; = 13Z[5] + (G +DHZ[E] e p, =
137181 + (&3 + 10)Z[&5].

Agora, sejam K C L corpos de ntimeros com L uma extensao
Galoisiana de K de grau n. Veremos que em uma extensao Galoi-
siana a decomposicao de um ideal em A, dado como no Teorema
2.4.1, assume certas caracteristicas particulares. Seja G o grupo
de Galois de L sobre K. Se G for um grupo abeliano diremos que

L é uma extensao abeliana de K.

Observagao 2.4.1. Seja K um corpo de nimeros. Se L = K(,,),
entdo L € uma extensao galoisiana de K e o grupo de Galois de L

sobre K € isomorfo a um subgrupo de (ZImZ)*.

Decorre da Observagao 2.4.1 que toda extensao ciclotomica
de K é abeliana e, em particular, todo subcorpo de um corpo
ciclotomico é uma extensao abeliana de Q. Reciprocamente, se K é
uma extensao abeliana de Q, entao existe um inteiro m tal que K C
Q(¢,,)- Este resultado é conhecido como Teorema de Kronecker-
Weber.

Lema 2.4.2. (Samuel, 1967,p.89,Lemal) Sejam A um anel e

b, p;, -, P, ideais primos de A tais que b nao esteja contido em
P, para i =1, ,r. Entao existe b em b tal que b nao esta em p,,
para todo i = 1,---,r.

Demonstragao. Sem perda de generalidade, podemos considerar

0 caso em que p; nao estd contido em p;, para j # i. Tomemos
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elementos x;; € p; — p; (para j # i, 1 <iej <r) e elementos

a;€b—p,. Seb =aq Hx,-j, entao b; €b, b; € A—p,eb; € p;, para
J#i

Jj #i. Colocando b = by + -+ b,, tem-se que b € b e b = b;(mod p,),

istoé, be b— U p; € o elemento procurado. [ ]

i=1

Seja a um elemento de A . Aplicando ¢ € G na equagao de
dependéncia inteira de @ sobre Ak temos que o(a) € A, ou seja,
o(Ap) = A para todo o € G. Por outro lado, se p é um ideal primo
de Ak e q é um ideal primo de Ay tal que q contém pA; como na
Proposigao 2.4.1, ou seja, qNAk = p, entao o(q)NAk = p para todo
o € G, ou seja, o(q) contém pA| e tem o mesmo expoente que (.
Neste caso dizemos que q e q’ = 0(q) sao ideais primos conjugados

contidos em Ap.

Proposicao 2.4.2. (Samuel, 1967,p.89, Prop.1) Se p € um ideal
primo de Ak, entdo os ideais primos p; de Ay acima de p sao dois
a dois conjugados, tém o mesmo grau residual f e o mesmo indice
e

g
de ramificacao e. Portanto, pAL = (H p[) en=efg.

i=1
Demonstragao: Suponhamos, por absurdo, que existam ideais
primos q e q’ acima de p tais que o(q) # q/, para todo o € G.
Como q e q' sao ideais maximais, podemos supor que q nao esteja
contido em a(q'), para ¢ € G. Pelo Lema 2.4.2, existe um elemento

aEq— U o-(q’). Sendo a inteiro sobre Ak, segue que o(a) também
oceG
é inteiro sobre Ak, de onde H o(a) = Npk(a) é um elemento de
oeG
g, e portanto um elemento de q N Ag.
Por outro lado, o(a) nao estd em q’, pois caso contrério teriamos
o (o(@) = a € U‘l(q’), contrariando a hipétese feita sobre a.

Dessa forma, Ny (a) = H o(a) nao pertence a q’ (pois q' é ideal

ceCG
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primo) e assim p nao esta contido em q, o que é um absurdo. H

Exemplo 2.4.3. Se p é um ndmero primo e Ak € o anel dos
inteiros algébricos de K = Q(E,), entdo o ideal pAk € da forma
pAK = (1 —Z_,’p)p_lAK. De fato: Se 1 <k, j<p—1, entao existe um
inteiro t, onde 1 <t < p—1 tal que j = kt(mod p). Assim,

1= =1-C) =0=COU+& + -+,

e portanto, (1 — le)l(l - CI{). Analogamente (1 — ij)l(l - Cll,‘). Assim
p—1

1-¢ el- C}’,‘ sao associados em Ak. Como p = H(l =), seque
j=1

que existe um elemento inversivel f em Ak tal que p = (1 —Cp)p_l.ﬂ.

Assim, pAx = (1 —Cp)”_lAK e (1-8)Ak € um ideal primo de Ak e
da igualdade fundamental, seque que o grau residual de (1 —{,)Ak

sobre Z € 1.

Exemplo 2.4.4. De modo andlogo ao Fxemplo 2.4.3, temos que se
p € um numero primo, r um numero maior que 1 e Ak o anel dos
inteiros algébricos de K = Q({,) entao pAx = (1 - Cp,)("_l)”r_]AK.
Em sintese podemos classificar o ideal primo pZ como totalmente

ramificado em Q({,), com r > 1.

Definigao 2.4.1. Seja p um ideal primo de Ak. Para cada ideal

primo q de Ay satisfazendo q N Ak = p, os conjuntos

D(q.p)={0c€ G : 0(q) =q}
e

E(q,p) = {o € G : o(x) = x(mod q), para todox € A}

sao subgrupos de G, chamados de grupo de decomposigao e

grupo de inércia de q com relagao a p, respectivamente.
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Quando L ¢ uma extensao abeliana de K, os grupos D(q;, p),
para i = 1,---,g, onde os q; s sa0 0s ideais de Ap acima de p,
sao todos iguais, dependendo somente do ideal p de Ak. O mesmo
acontece com os grupos E(q;, p), para i =1, -+, g. Em néo havendo
possibilidade de confusao denotamos tais grupos simplesmente por
D(p) e E(p).

Se g denota o nimero de conjugados de g, entao

card(G)card(D(p))™' = g ou card(D(p)) = g =ef

Cada 6 € D(p) induz um automorfismo o de Ay tal que
o(x + q) = o(x) + q (uma vez que o homomorfismo x — o(x) + q
de AL em A/q é sobrejetivo e tem nicleo q). Como Ai/q é uma
extensao Galoisiana de grau f de A/p ([6], p.90, Prop.2) e ¢ fixa o
subcorpo Ak/p, pois o fixa K D Ak, concluimos que ¢ € CN? onde G
denota o grupo de Galois de Ap/q sobre Ak/p e tal grupo é ciclico
de ordem f. Além disso, temos que 6 —> 6 é um homomorfismo
sobrejetor de D(p) em G com nicleo E(p). Com isso, temos a

seguinte proposicao.

Proposigao 2.4.3. (Marcus, 1977,p.99) E(p) € um subgrupo nor-
mal de D(p) e D(p)/E(p) — G é um isomorfismo de grupos.

Como consequéncia da Proposigao 2.4.3 temos que
card(é) = card(D(p))card(E(p))_l, ou seja, card(E(p)) = e.

Exemplo 2.4.5. Sejam K = Q({yp), Ak = Z[&yl e f(X) = X5 —
X+ X* = X? + 1 o polinémio minimal de £,y sobre Q. A decom-

posicao do ideal SAK em ideais primos de Ak satisfaz:
F(X) = (X + 34X +2)*(mod (2/52)[ X]).
g=2. 1 X)=X+3, b(X)=X+2,es=ex=4def,=f,=1
P, =5AKk+ (& +3)AK e p, =5Ak + (& + 2)Ak.
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Portanto, SAk = (p1p2)4. O grupo G dos automorfismos de K sobre
Q € dado por G = {o; : mdc(i,20) = 1 de forma queoci(§yy) =
&ot = {01,03,07,09, 011,613, 017,619} Além disso, temos que p; e
P, sdo conjugados, uma vez que o3(p;) = P, e 63(p,) = p,. Logo,
P, e p, sdo tideais primos conjugados que tém o mesmo indice
de ramifica¢io (e=4) e o mesmo grau residual (f=1), conforme a
Proposicao 2.4.2. Visto que K € uma extensdo abeliana de Q, o

grupo de decomposi¢cdo D(5Z), € dado por:
D(52)={c€ G : o(p;) =Pp,} = {01,00,013,017}.
Da mesma forma, o grupo de inércia E(5Z) € dado por:

E(5Z) = {0 € G : o(x) = x(mod p,), para todox € Ak} ={c € D :
0(¢r0) = Gyo(mod py)}.

Como card(E(52)) = 4 e como E(5Z) € um subgrupo de D(5Z)
seque que E(5Z) = D(5Z).

Quando tratamos de ideais no anel dos inteiros algébricos do
corpo de niimeros L = Q(¢,,) com p e ¢ nimeros primos distintos,
a fatoracao dos ideais pAk ou gAk em produto de ideais primos de
Ak assume algumas particularidades interessantes que serao essen-
ciais no préximo capitulo. Sejam Dy (p) o grupo de decomposicao
de um ideal de A acima de pZ e Dk(p) o grupo de decomposicao

de um ideal de Ak acima de pZ em K = Q({).

Observagao 2.4.2. Sejam Ay o anel dos inteiros algébricos de
L = Q(,,), & a conjugagdao complexa de Q({,,) e pAL = (p,p, - pg)e
como na Proposi¢do 2.4.2. Se & ndo pertence ao grupo Dy (p), en-
tao para cada i = 1,---,g, existe um unico indice k, k # i, tal que
o(p,) = p; = p, (note que &(p;) = p;). Aplicando & no ideal pAL

temos que
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PAL = (P Py - P,)"

Podemos supor p: = P Pt = Py e assim sucessivamente.

Reordenando os ideais de maneira conveniente, obtemos que

PAL = (PP PP P2 Pgp)”

Para saber em que situagoes teremos a fatoragao acima, preci-

samos caracterizar quando & pertence ao grupo de decomposicao.

Proposig¢ao 2.4.4. (Flores, 2000, p.69,Teo.3.5.4) Com as nota-
coes acima, temos que & pertence a Dy(p) se, e somente se, ¢

pertence a Dk(p).

Demonstragao: Seja o; € Dk(p) dado por o,(g,) = C;. Para cada
os; € Dk(p), existem p — 1 automorfismos o;; de Dy (p) tais que
05.i(X) = 05(x) para qualquer x € Q(¢,). Consideremos u e v tais
que pu + qu = 1. Como cada oy, é definido por seu valor em ¢,
temos:

05.1(&pg) = 05i(E0H1) = 0400 i (Ge) = 041(E)0si(E)) = 674, =

pus+qui
pq :

Deste modo, @ € Dy (p) se, e somente se, existirem s, i tais que
pus + qui = —1(mod pq) e isto é o mesmo que

pus + qui = —1(mod p)
pus + qui = —1(mod q).

A primeira condi¢ao vale sempre pois s pode assumir qualquer
valor nao nulo médulo p e a segunda condicao equivale a ¢ €

Di(p), e isso conclui a demonstragao. [ ]

Corolario 2.4.1. (Flores, 2000, p.70,Corol.3.5.5) A conjuga¢ao

compleza G pertence a Dy (p) se, e somente se, O,(p) = 0(mod 2).
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Demonstragao: Pelo Lema 2.4.1 e pela Proposicao 2.4.2 temos
que o numero g de conjugados de um ideal primo q em Q(¢,), acima

, q—1 n . n
de pZ é . Temos que card(D(p)) = — e assim, g = ————.
PeC 0, e =y 8= card(D(p)

qg-—1
O,(p)
assim 2 divide O4(p). Portanto O,(p) = O(mod 2). Reciprocamente,

Comparando com g = , temos que card(Dy(p)) = O4(p), €
suponhamos que O,(p) = 0(mod 2). Como o grupo Dk(p) é ciclico
de ordem par, decorre que {—1, 1} é o unico subgrupo de ordem

2 deste grupo. [ |

Exemplo 2.4.6. Sejam L = Q(¢5), p=3eq=5. Como Os(3) =
4, pelo Coroldrio 2.4.1, seque que & estd em Dy (3) e, portanto, o
ideal 3AL nao se decompoe seqgundo a Observacao 2.4.2. Visto que

03(5) =2, 0 mesmo ocorre com o ideal SAL.

Exemplo 2.4.7. Sejam L = Q({s7), p = 19eq = 3. Como 05(19) =
1, seque pelo Coroldrio 2.4.1, que & ndo pertence a Dy (19). Por-

tanto o ideal 19A se decompéde sequndo a Observacao 2.4.2.





