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INTRODUCAO

Em um sistema de comunicagio digital, o objetivo é transmitir
dados de uma fonte até um usuério. O meio usado para esta trans-
missdo é chamado de canal e pode ser um cabo coaxial, fibra 6ptica,
a atmosfera (no caso de ondas de radio) etc.

Em um sistema tradicional, os dados gerados pela fonte s3o sim-
bolos de um alfabeto A. Como cada simbolo tem sua probabilidade
de ocorréncia, estes dados sdo processados pelo codificador de fonte,
com o objetivo de eliminar redundéncia, ou seja, tornar os simbolos
equiprovaveis e desta forma compactar a informagio.

As sequéncias geradas pelo codificador de fonte sdo entdo pro-
cessadas pelo codificador de canal, que introduz redundéncia, ge-
rando sequéncias de simbolos de A que sdo chamadas de palavras
cédigo. Para a transmissdo, o modulador associa a cada palavra c6-

digo x um simbolo analégico, que é entdo enviado pelo canal.

A imperfei¢io do canal gera distor¢des e o sinal recebido nem
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sempre coincide com o enviado. O demodulador faz entéo a melhor
estimativa, fornecendo uma sequéncia r de simbolos de A. Devido
ao ruido, é possivel que r ndo seja uma palavra cédigo. Entdo o de-
codificador de canal associard uma palavra c6digo, que é a melhor
estimativa. Finalmente, o decodificador de fonte associara a esta pa-
lavra codigo a suposta sequéncia original de simbolos enviada. O

diagrama abaixo ilustra o processo.

— ’ Codif. de Fonte ‘ — ’ Codif. de Canal ‘
l

1

Ruido —

1

}
’ Usudrio ‘ — ‘ Decodif. de Fonte ‘ — ’ Decodif. de Canal ‘

Cada uma destas etapas gerou grandes areas de pesquisa, que se
desenvolveram, de certa forma, independentemente.

A teoria dos codigos corretores de erros nasceu em 1948, com o
famoso trabalho de Shannon (1948), no qual foi demonstrado o Te-
orema da Capacidade de Canal. Em linhas gerais, este resultado diz
que para transmissio de dados abaixo de uma taxa C (simbolos por
segundo), chamada de capacidade do canal, é possivel obter a pro-
babilidade de erro tdo pequena quanto se deseja através de codigos

corretores de erros eficientes.
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A prova do Teorema da Capacidade do Canal implica que no
caso de valores altos da relacdo sinal-ruido (SNR), um cédigo de
bloco 6timo para um canal com ruido gaussiano branco (AWGN),
limitado em faixa consiste em um empacotamento denso de sinais
dentro de uma esfera, no espaco euclidiano n-dimensional, para n
suficientemente grande. Assim, se estabeleceu o vinculo entre em-
pacotamento esférico e Teoria da Informagio.

Para cada n, Minkowski provou a existéncia de reticulados no
espaco euclidiano n-dimensional com densidade de empacotamento

esférico 6 satisfazendo

5> g(?

onde ¢ é a funcio zeta de Riemann. Como consequéncia, obtém-se
1
—logy,6 > —1. (1)
n

Depois disto, Leech mostrou como usar coédigos corretores de er-
ros para construir empacotamentos esféricos densos no R", Conway
eSloane (199) provaram que reticulados satisfazendo a cota de Min-
kowski, dada pela Equacéo (1) sdo equivalentes a codigos atingindo
a capacidade do canal.

O problema classico do empacotamento esférico consiste em en-
contrar um arranjo de esferas idénticas no espaco Euclidiano n-di-
mensional de forma que a fracdo do espaco coberto por essas esferas
seja a maior possivel. Isto pode ser visto como a versdo euclidiana

do 18> Problema de Hilbert, proposto em 1900.
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Dentre os métodos de geragio de reticulados, o homomorfismo
de Minkowski apresenta caracteristicas interessantes. Usando teo-
ria algébrica dos nimeros, Craig (1978) reproduziu o reticulado de
Leech A,y através da representacdo geométrica de um ideal no anel
de inteiros de Q({39). Com o mesmo método, ainda obteve a familia
A}’ em dimensdes n = p — 1, através de Q({,,), onde p € um ntimero

primo.

Embora osresultados apresentados aqui ndo sejam tradugdes fiéis
dos originais, eles sdo equivalentes ou consequéncias dos mesmos.

Des-

sa forma, o restante do livro esta delineado na sequéncia que segue.

O Capitulo 1, visa atender aos leitores com menos conhecimen-
tos em teoria algébrica dos nimeros. Sendo assim, introduzimos os
conceitos de modulo, inteiro algébrico, norma e trago de um ele-
mento, discriminante, base integral, anel de Dedekind e outros con-
ceitos indispenséveis ao desenvolvimento dos demais capitulos. Além
disso, estudamos formas quadraticas, cuja aplica¢io se faz quando
tentamos determinar o raio de empacotamento da realizacdo geo-
métrica de um ideal em questdo. No Capitulo 2, apresentamos um
estudo sobre corpos de ntimeros, dando énfase ao estudo dos anéis
dos inteiros e discriminantes de corpos quadraticos e ciclotdmicos.
Também apresentamos a decomposi¢io de um ideal primo em uma

extensao fazendo uso do Teorema de Kummer.

No Capitulo 3, apresentamos as defini¢des de reticulado, em-

pacotamento esférico, volume e densidade de centro. Além disso,
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apresentamos o método de Minkowski para obten¢io de reticulados
via a representacdo geométrica de ideais dos anéis de inteiros algé-
bricos.

O estudo desses capitulos proporcionou-nos ferramentas neces-
sarias para o estudo do Capitulo 4, no qual apresentamos o tema cen-
tral desse livro. Este capitulo traz um método para o calculo da den-
sidade de centro de reticulados gerados através de ideais dos anéis
de inteiros de Q(,), Q(£,) e Q(£,,), onde p e g sdo nimeros primos
distintos e r é um inteiro maior ou igual a 1.

No Capitulo 5, no qual finalizamos nosso trabalho, apresenta-
mos através do trabalho de Boutros; Viterbo; Rastello; Belfiori
(1996), constelagdes de reticulados que sdo eficientes para ambos os
canais Gaussianos e Rayleigh com desvanecimento, enfocando as
construcdes das versdes rotacionadas dos reticulados ja conhecidos
na literatura, tais como, D4, K5 e Ajg, através da matriz mudanga
de base de um ideal contido no anel dos inteiros de um corpo de ni-

meros.





